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AVANT-PROPOS

Dans cet ouvrage auteurs se sont limités a un strict
minimum dans leur exposé. Ce cours est articulé sur deux
points : le rappel de cours et les exercices.

Concernant le cours les auteurs exposent la théorie des séries
de Fourier, commencant par donner la notion des séries
trigonométriques, puis les séries de Fourier pour des fonctions
données dans divers formes d’intervalles ainsi que les séries
de Fourier de Fourier complexes.

La deuxieme partie est consacrée aux énonces des exercices,
ces derniers sont variés et divers suivant le plan du cours.
Cette partie contient aussi les réponses aux exercices proposés
et des corrigés détalés de certains exercices donnes a titre
d’exemple.

Cet ouvrage est destiné aux etudiants des facultés de
mathématiques et de physiques.

Les auteurs tiennent a exprimer leurs profondes
reconnaissances a tous ceux qui ont donné¢ du I’aide pour la
préparation de ce livre.
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Rappels de Cours : Séries de Fourier

1. Développement d’une fonction donnée en une serie trigonométrigue :

Définition. On appelle série trigonométrique une série de la forme

%+Zan €os Nx + by, sin x (01)
n=1
ou ay,a,,b, (n=12,..) sontdes constants.
On pose le probléme suivant : trouver si cela possible, des coefficients ay,a,,b, (n1=12,...)
telles que la série (01) soit convergent et que sa somme soit égale a la fonction périodique
donnée f(x)de période 2. La suite de fonctions
1, oS X, Sin X, €OS 2X, SiNn 2, ..., oS NX, Sin NX, ... (02)

est appelée systéme de fonctions trigonométriques .On peut démontrer que I’intégrale du
produit de deux fonctions quelconques différentes de la famille (02) sur un intervalle
arbitraire de longueur 2z est nulle. Cette propriété du systeme (02) est appelée habituellement
propriété d’orthogonalité de la famille (02) sur I’intervalle indiqué. Calculons maintenant les
intégrales du produit de deux fonctions de la famille (02) sur un intervalle quelconque dont la
longueur est égale a 2 , par exemple Ja,a+27[. On a

a+2w

I cos kxdx = 1sin kx

a k a
a+2w

j sin kxdx=—%coskx

a+2r

= (sin(ka+27k)—sinka) =0 (03),

a+2r

= —% (cos(ka+27k)—coska)=0 (04).

a a
Pour calculer les intégrales
a+2r a+2r a+2r
I sin kx cos mxdx, .[ cos kx cos mxdx , J. sin kx sin mxdx
a a a

nous utilisons les formules trigonométriques suivantes :

sin kx cos mx=%[sin(k +m)x+sin(k —m)x],
sinkxsinmx = %[cos(k —m)x—cos(k +m)x],

cos kx cos mx = %[cos(k —m)x+cos(k +m)x]

Ayant en vu des formules (03), (04) il est facile de démontrer que

a+2rx a+2r a+2rx
I sinkxcos mxdx =0, J. sinkxsinmxdx =0, .[ coskxcosmxdx =0Si k=m (05).
a a a

On calcule maintenant les intégrales du carré des fonctions de la famille (02).
Pour la premiére de ces fonctions cette intégrale est égale a 2. Calculons les autres.
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Ona
a+2r a+2r a+27r
J' sin? kxdx = J’ 1705 2X = L (x— L sin 2kx) -z (06)
) ) 2 2V 2k .

D’une manicre analogue on démontre que
a+2z

j cos? kxdxdx =7 (k>1) (07).
En prenanta=—r, on trouve ’intervalle |-z, z[ .

Supposons maintenant que une fonction f (x) soit définie sur I’intervalle |-z, 7 et égale sur cet
intervalle a la somme de la série (01), c’est-a-dire

£ (x) =%+i(ak coskx+h sinkx)  (08).
n=1

Supposons que I’intégrale de la fonction du premier membre de cette égalité soit égale a la
somme des intégrales des termes de la série (08). Ceci est possible si la série (08) est
majorable sur I’intervalle |-z, z[ . Supposons que la série numérigque

|a°|+2(|ak|+lbk|)

soit convergente.
Dans ce cas la série (08) est majorée par la série numérique convergente sur |-z, z| .

D’ou d’aprés le théoréme de Weierstrass, on peut intégrer terme a terme la série (08) sur
I’intervalle ]-r, z[ . On obtient,

]E f(x)dx: dX+Z(ak I cos kxdx + by .[ sin kxdx) .

En tenant compte les formules (03) et (04)
on trouve

f f(x)dx =a,.7 et a, =1j fogdx  (09).

T
Pour calculer les coefficients a,,b, multiplions les deux parties de (IV.08) respectivement par
cosnx et sin nx, puis intégrons terme a terme les séries obtenues.(Intégration terme a terme est
justifié, car les fonctions cosnx et sin nx sont bornées). Alors on a

I f (x) cos nxdx = I 2 cos nxdx + Z (a I Cos Nnx cos kxdx + by .[ €os nx sin kxdx)
- n=1 - -
et

4

I f(x)sin nxdx = ao —sin nxdx+Z:(ak Ism nx cos kxdx + by Ism nxsin kxdx) .
n=1

En vertu des egalltes (03), (04), (05) (06), (07) d’ou on trouve

I f (x) cos nxdx = za,, , I f (x)sin nxdx = zb, .

De cette facon nous avons déterminé les coefficients a, ,b, par les formules suivantes :

a, zij f(cosnxdx  (10), b, =1j foosinmxdx  (11).
”771' ﬂ.*ﬂ'
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Définition. Les coefficients définies par les formules (09), (10), (11) sont appelés
coefficients de Fourier de la fonction f(x) et la série (08) formée avec ces coefficients est la

série de Fourier de f(x).
L’opération du développement de la fonction donnée f(x) en série de Fourier s’appelle

analyse harmonique.
Notons que si la fonction f(x)est absolument intégrable sur le segment [-z,z], alors les

coefficients de Fourier de la fonction f(x) existent et on peut écrire le développement formel
suivant f(x) Z%-FZ(ak cos kx+ by sinkx).
k=1

Retournons maintenant au probléeme posé au début de ce paragraphe : Quelle sont les
propriétés que doit posseder la fonction f(x)pour que sa série de Fourier converge et que sa

somme soit égale aux valeurs de la fonction aux points considérés ? Pour montrer que la série
de Fourier de la fonction f(x) converge et sa somme est égale a f (x), il faut imposer certaines

restrictions sur la fonction f(x) . On supposera tout d’abord que la fonction f(x) soit continue
sur le segment[-z, z], soit posséde dans ce segment un nombre fini de points de discontinuité
de premiere espece. En outre, on suppose que le segment [-z,z] peut étre divisé en un
nombre finie des parties, telles que f(x)soit monotone dans chacune de ces parties (en
d’autre terme f(x) est monotone par morceaux sur{-z,z]). Dans ces conditions envisageées,
on dit que la fonction f(x) vérifie la condition de Dirichlet sur le segment[-z, z].

Théoreme 1. (Théoreme de Dirichlet). Si la fonction f définie sur le segment[-z, z],

satisfait sur ce segment aux conditions de Dirichlet, alors la série de Fourier de cette fonction
converge sur tout segment [z, z] et la somme de cette série est :

1) (x)en tout point de continuité de f située a I’intérieur du segment,

2) Fx+0)+ F(X=0) o oyt point de discontinuité,

3) f(—7r+0)2+f(7z+0)

au point x=-z, f(z-0) est la limite a gauche au point x=r.

Théoréme 2. Soit fune fonction bornée périodique de période 2z n’ayant que des

discontinuités de premiere espece .Alors si f a en chaque point une dérivée a gauche et une

dérivée a droite, sa série de Fourier est partout convergente et a pour somme f(x) en tout

f(x+0)+ f(x-0)
2

aux extrémités du segment, ou f(-z+0) est la limite a droite

point de continuité et en tout point de discontinuité de f .

Théoréme 3. 1) Sur chaque intervalle contenu dans I’intervalle]-z,z[, ou la fonction f
vérifie les conditions de Dirichlet et est continu, la série de Fourier de f converge
uniformément vers f(x) .

2) Si la fonction f Vérifiant les conditions de Dirichlet est contenue sur tout 1’intervalle
|-7. 2| etsif(-z+0)=f(z-0), alors la série de Fourier de f converge uniformément pour
toutes les valeurs de x.

Notons que les termes de la série (08) sont des fonctions périodiques de période 2. Pour
cette raison si la série converge sur le segment [-z, 7], elle converge également pour toutes

les valeurs réelles de xet la somme de la série reprend périodiquement , avec la période 27,
les valeurs qu’elle avait sur le segment [-z, z].Ainsi si nous considérons la serie de Fourier a
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I’extérieur du segment [-z,7], nous devons supposer que la fonction f prolongée de ce
segment est périodique , avec la période 2.

2. Séries de Fourier des fonctions paires et impaires

Il résulte de la définition des fonctions paires et impaires que si h(x) est paire, alors
jh(x)dx=2jh(x)dx et si h(x) est impaire, alors Ih(x)dx =0.
- 0

Soit  f(x)est une fonction paire sur [-z, z]. Alors f(x)sinnx est impaire, f(x)cosxest paire sur
ce segment. D’ou il découle que

-

a =£J. f(x)dx:EJ.f(x)dx, a, = ! J f(x)cosnxdx=£jf(x)cosnxdx,
”*ﬂ ﬂO -7 ﬂ-O

i
b, =+ j £ (x)sin nxdx =0.
4 -
Donc la série de Fourier d’une fonction paire f(x)sur [-z,z] s’écrit :
f(X) Z%-ann COS NX.
n=1
Lorsque f(x) est une fonction impaire sur [-z, 7], alors on obtient

a, :lJ' f(x)dx=0, a, =lj f(x)cosnxdx =0,
T ﬂiﬂ

b, =+ j f (x) sin nxdx =3j f (x) sin nxdx .
4 - d 0
Alors la série d’une fonction f(x) impaire sur [-z, x| s’écrit :

f(x) =Z:an sinnx .
n=1

Considérons quelques exemples.
Exemple 1. Soit une fonction périodique f(x) de période 2,

définie comme suit : f(X)=X, —T<x< 7
Notons que la fonction donnée Vvérifie la condition du théoréme de Dirichlet. Calculons les
coefficients de Fourier de cette fonction. Puisque les fonctions f(x) et f(x)cosnx sont des

fonctions impaires, alors les coefficients a, =0,a, =0.
Pour les coefficients b, on a

T o1k 2(-)"
b, :ijsmnxdx:g(—xcosnx +1J.cosnxdx):L.
2 T n ol nJ

Donc on trouve la série de Fourier de la fonction donnée sous forme suivante.

® _\n+l H H _1\n
f(x)=22 2D sin nx=2(smx—8|n2x+...+( 2 sinnx+...).
~ n 1 2 n

Cette egalité est vraie partout sauf aux points de discontinuité +.
Il est facile de voir qu’aux points de discontinuité x==+7la somme de la série est égale a zéro.

2"t sinx _{X Si —m<X<7m

Ainsi on peut écrire 2"

i =+
p—ry si X =7
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Exemple 2. Développer en série de Fourier la fonction définie par
f(x)=chx,—-z<x<rx

Calculons les coefficients de Fourier de la fonction f (x) = chx.

Ona
8y = 2 Ich xdx = ZShX % Ichx cos nxdx = chhxd (sinnx) = Chxsinnx —lj.shx sin nxdx
70 7T o 4 Ty s N
V4 . o .
- inSth (cosnx) = th sl —izj hx cos nxclx = 2_SNT ZSh” —%J‘ chx cos nxdx.
n n
0 0
D’ou il vient que
- _\n b
J.Chxcos nxdx :M. Alors a, =£Ichxcos xdx = 2(-)" Sh;r neN.
n®+1 % a(n? +1)

0
Comme la fonction donnée est paire, alors b, =0,ne N. D’aprés le théoréme de Dirichlet, la

serie de Fourier de la fonction f converge sur le segment [, z] vers la fonction f (x) = chx.
Alorsona
shz

chx =~ (1+ 22( 1)

5 COs nx), —r<x<7.

3. Développement sur l’1ntervalle]0, 7[[ =

Soit une fonction f(x) arbitraire définie sur I’intervalle J0,~[. On peut développer cette

fonction sur I’intervalle ]0,z[ en série de la forme%JrZak coskx, ne comportant que des

cosinus, et une série de la formeZbk sinkx ne comportant que des sinus. Pour cela, dans le
k=1

premier cas les coefficients sont calculés par les formules (10) et dans le deuxiéme cas par les

formules (11). A P’intérieur de I’intervalle ]0,7[ les deux séries possedent la méme somme,

f(x+0)+ f (x—0)
2

qui est égale a f(x) aux points de continuité et a aux points de discontinuité

de premiere espéce. Mais hors de Iintervalle ]o,z[elles représentent deux fonctions
complétement différentes.

Sur D’intervalle ]-z,0[ la série %*Zan cosnx represente une fonction obtenue par le

prolongement pair de f et

ibn sinnx, représente respectivement une autre fonction obtenue par le prolongement impair
n=1

de f , de Jo,z[sur |-=,0[.

De cette facon, pour le développement en cosinus f(-0)= f(0), f(-z+0)= f(x-0) et pour le
développement en sinus f(-0) =—f(0), f (~z+0) =—f (z-0).

Exemple 1. Développer la fonction f (x) = x , en cosinus sur I’intervalle ]0, z[ .

On prolonge la fonction f(x)d’une fagon paire sur |-7,0[ et puis hors de I’intervalle de

|-=. =[ .La fonction prolongée verifie la condition du théoreme 2.

7
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Donc on a
%N 27 2 0 si k pair
x=—>+Y a coskx, 0U, a == |xcoskxdx =——| (-1)¥ —1|= o
2 kz:;k k ﬂf ﬂ_k2|:( ) 1] _%SI i
T
D’ou x_ﬁ_i(COSx C0323X+... cos(2k +1)x
2 7 1 3 (2k +1)2

Sur I’intervalle ]-7,0[ la somme de la série située dans le second membre est égale a (-x) ,
donc sur I'intervalle ]-z,#[ elle coincide avec la valeur absolue |x| :

7 4 cosx cos3x cos(2k +1)x
X=Z-— (Gt +..),—T<X<T.
2 © 1 3 (2k +1)2

Exemple 2. Développer la fonction f(x)=x* en sinus sur I’intervalle |0, z{ .
On prolonge la fonction f(x) d’une fagon impaire sur |-z,0[ et puis hors de I’intervalle |-z, z|

La fonction prolongée vérifie la condition du théoreme 2. Alors on a

T

2% 5 . 2 % 27
b, =— | x“sinkxdx =—(——coskx| +— | xcoskxdx) =
k 7[! 7Z( k k-f[ )
2 k i 2
_2|_FEY L2 Xy ——jsinkxdx) -
Vg k k "k 0

2Dz 4 coskx| 2D 4((-)F -1

k k2 kg Kk zk®
Ainsi on obtient
_or (smx sm2x+sm3x sin4x )_§(5mx sin 3x sm5x +.) 0<x<7.
2 3 4 T 13 3P 53

La somme de la série obtenue sur I’intervalle |-z,0[ est égale & —x*, aux points +za zéro.

4. Série de Fourier des fonctions de période 21 .

Dans le pratique on demande trés souvent de développer une fonction donnée f (x)
périodique de periode 21 définie dans un intervalle -1, 1] en série trigonométrique de cosinus et
de sinus. Ce probléme se ramene au probléme considéré par un changement de variable.

: : | . . .
Faisons le changement de variable par la formule x=—t. Il est facile de voir que la fonction
T

g(t) = f('—t) est une fonction périodique de période 2z et on peut la développer en série de
T

Fourier sur I’intervalle ]—7r, 7z[ . Alors

17 17 1
ao=;jg(t)dt=;j fnat,

- -7

a, =E j g(t)cosntdt=E J f(l—t)cosntdt )
V4 T T

b, == j g(t)sin ntdt:ij £ (L tysinntet
72'7” 71'77[ T

| > N .
On pose x =—t . D’ou on trouve t:Tﬂxetdtzlzdx,ou —l<x<lI.
v
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Par conséquent on obtient
| | |

1 1 T 1 . T
==\ f(X)dx, a, == f(x)cosn—xdx ,b, == | f(x)sinn— xdx.
aoljl()nljlul nljl()l
Donc la série de Fourier de f(x) sera sous forme suivante :

f(x) =%+Z(an cos"l—”xmn sin”l—”x).
k=1

Notons que le théoréme de Dirichlet reste vrai également pour Iintervalle |-1,1[.
Si la fonction f(x) est paire, alors

a, =T2|I f (x)dx, a, =|3lj f(x)cosnlfxolx,bn =0,neN,
et si Iaofonction f(x)oest impaire, alors
b, :IE-I[ f(x)sinnl—”xdx, neN,a,=0,neN
Exemple. Développer en série d(:a Fourier la fonction périodique de période 21 définie sur le
segment [-1,1] par 1’égalité f(x) =|x|. Puisque la fonction donnée est paire, on a

| | 4
b, =0, a0=gjxdx=l,ak=3Ixcoskzxdx=z—ljxcoskxdx=
s ' I 7

21 1% 2) N [ 0 st kpar
=5 Csinkq - [sinkudn) = 0+ - g R
R 0o ki - N 22K ~—— si k impair.
7k
Alors
Vs 3z 2k+D)x
COS— X COS— X cos X
|4l | | |
|x|=———2( + St 5 +..),—l<x<l.
2 1 3 (2k +12)

Aux points x = + | la somme de la série est rct +0)2+ ra=0

A T’extérieur du segment | |,1]1a somme de la série, en vertu de la périodicité de f

s’obtient de ses valeurs aux points du segment [-I,1].

5. Série de Fourier sous forme complexe.

Soit la série de Fourier de la fonction périodique f(x) de période 27,

f(x) Z%-FZ(an cos nx + b, sin nx).
n=1
En appliquant les formules d’Euler
inx —inx inx _e—inx
coshx=———— et sinnx = -
2 2i
on trouve:

X

Sy @™ e e™ _e
f(0 =2+ (a0 b, )=
=1

aO +i(an _2|bn ein)( +an ';|bn e—inX) . Posons &:CO, an _ibn -c an +ibn —c

n=1
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D’ou il vient que
o0

o0
f(x)=c¢, +Z(cne'nX +c_ ™) = Z c.e™,
n=1

N=—o0

qui est forme complexe de la série de Fourier.
Déterminons les coefficients c,etc , ona

C, =% J. f (x) cos nxdx—i_[ f (x) sin nxdx :ij. f (x)(cos nx —isin nx)dx =

1 j f (x)e"™dx . Donc on a trouvé que
2 J

c, _1 I f (x)e"™dxetc_, _ 1 J‘ f (x)e"™dx.
2z + 27

On peut regrouper les formules pour les coefficients c,, c, et ¢, dans la méme formule de
fagon suivante,

= | F(0e™dx (n=0,21.22..).

Les coefficients c, et c_, sont des coefficients complexes de Fourier de la fonction f(x) .
Lorsque f est périodique de période 21, alors sa série de Fourier sous forme complexe s’écrit,

iznx | —iznx

o0 1znx . 1
f(x)= cel! ,ouc,==|f(xXe ' dx, (n=0,+1+2,..).
(0=23c : 2|j| ) ( )

6. Recherche de la somme de certaines séries trigonométrigues.

Parfois on arrive a trouver la somme d’une série trigonométrique convergente, en la
ramenant a une serie entiére.
Considérons le procédé suivant. Lorsque les séries trigonométriques

ag +Zan cosnx et Zan sinnx (12)
n=1 n=1

convergent sur le segment [-r, z], sauf peut étre un nombre fini des points, alors dans cet
ensemble des valeurs de x, la série suivante
ay +Zan CoSNX +i Zan sinnx = f(z) (13), ou z=e™, converge aussi.
n=1 n=1
Puisque la série (13) converge dans certaine points de circonférence|z|=1, alors d’apres le
théoréme de d’Abel elle converge a I’intérieur du cercle et sa somme
f(z)=f(e")=ap+ ) a,2", z=¢"
n=1

est une fonction analytique dans le cercle ouvert de rayon 1.
Si

u(x) = ay +Zan cosnx et v(x) = a, JrZan sinnx , alors  f(x)=u(x)+iv(x) (14).
n=1 n=1

Lorsque on arrive a trouver la fonction f(x) , alors d’apres la formule (14) on trouve les
sommes des séries (12).

10
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Exemple. Calculer la somme de la série Z coshx.

Pour calculer la somme de cette série, nous aIIons examiner parallelement et la série

In nx ;- - 1z 7 . ,
Z S = Toutes les deux series considérées convergent sur la droite réelle.
n!

n=1

Alors nous avons

Z cosnx+isinnx = e™ " :
t(@2)= Z =S C =ML avecz=e™.

n=| n=0 ) n=0

o0

D’ou on trouve que f(z) = ZZ—I =e”. De cette fagon nous avons trouvé que
—i nl

o0 - -
ZCOS NX+1SIn NX _ecosx+isinx — @CosX

= = (cos(sin x) +isin(sin x))
—ry n!

D’ou il découle que

cosnx _ sinnx _ .

E ' e“®* cos(sin x) et Z e sin(sin x) .
n!

n=0

11
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EXERCICES ENONCES

1) Deévelopper la fonction f(x) donnée en série de Fourier et indiquer le segment sur
lequel la somme de la série de Fourier est égale & (x) et trouver la somme de la série
au point donné x, .
D f(X)=x, —z<x<7m, X =7
si,0<x<rx
2) f(x X =0,
) 100= {0 si,—7<x<0 0
T si,o<x<Z
3) f(x)={ 4 % =0.
—= i, -7 <x<0
4
si, 0<x<~x&
4) f(x % =0.
) T00= {a Si,—7<x<0’ 0
5 f(X)=7+X, —7<X<7w, Xy =7.
6) f(X)=|X, ~7<x<7, X =

o0 o0

En déduire les sommes des séries numériques ZLA et Z
T (2n +1)

0 si,—-7<x<0
7 f(x):{x si, 0<x<r o=
-2X Si, —7<x<0

,XO:ﬂ'.
si, 0<x<rx

8) f(x)= {
9) Deévelopper en série de Fourier la fonction f(x) =signx, —z < x <z et en utilisant le
D"

n+l’

développement obtenu, trouver la somme de la série de LEIanZZ
n= 0

2) Développer la fonction f(x) en série de Fourier dans le segment indiqué dont la
longueur est la période de la fonction donnée.

A, O<x<lI
1) f(x)= g x=I , sur Iintervalle 0, 21] .
0, I<x<2

2) f(x)=|¥ , sur I'intervalle ]-1,1[.

3) f(x) ={ax’

bx, 0<x<~x

-r<x<0 .
g , sur lintervalle |-, #[ .

T T
a, ——<X<—

4) f(x)= 2 , sur intervalle |-Z, 3 .
Vg 3z 2' 2
b, =—<x<—
2 2

5) f(x)=x+signx, sur I'intervalle |-z, 7 .

6) f(x)=x"-x*, sur I'intervalle |-z, z[.

7) f(x)=x% , sur I'intervalle |-z, 7.

8) f(x)=e™, a=0, sur I'intervalle |7, =] .

12



Séries de Fourier Osmanov H. I. et Boudref M. A.

9) f(x)=e?! , sur 'intervalle |-z, [.
10) f(x)=sinax, a¢Z, sur 'intervalle |-z, z[ .

11) f(x) = xsin x, sur I’intervalle |-, z[ .

12) f(x) = xcos x, sur ’intervalle }—% , %[ :

0, -T<%x<0

13) f(x) :{ , sur le segment [, z].

14) Développer en série de Fourier la fonction f(x) périodique de période 2, si
f(x)=x,xe 3.
15) Développer en série de Fourier la fonction f(x)=x?,—1<x<1 prolongée périodiquement
avec la période 2.
16) Développer en serie de Fourier la fonction
X, 0<x<1

f(x)=< 1, 1<x<2

3-X%x, 2<x<3
prolongée périodiquement avec la période 3 sur la droite réelle.
17) Développer en serie de Fourier la fonction f(x)=z-2x,0<x<z, en prolongeant
sur ]-z,0[ : i) d’une fagon paire , ii) d’une fagon impaire.
18) Développer en série de Fourier la fonction f(x)donnée sur le segment[o,z], en
prolongeant sur [-z,0] d’une fagon paire, ol

sinx, 0<x<~r

X, ngsz
D) f(x)=
, —<X<7&
2

N |\)|§]

2) f(X)=;(%—X),OSXSﬂ'.

19) Développer la fonction f(x)=x,0<x<z en série de Fourier ne comportant que des

cosinus.
20) Développer la fonction f(x)=cos2x ,0<x <z en série de Fourier ne comportant que des

sinus.
21) Développer en série de Fourier ne comportant que des cosinus
sur I’intervalle ]0, z[, la fonction suivante,

T T
—=X, O<x<—
2

f(x)=1 2

0, Z£x<7r
2

22) Développer en série de Fourier ne comportant que des sinus sur I’intervalle ]0,#[, la
fonction suivante,

sin x, Osxsf
f(x) = 2

0, T x<n
2
23) Développer en série de Fourier ne comportant que des cosinus la fonction

13
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, 0<x<1
F)=1_ " =2
2—-X, l<x<2

sur le segment [0,2].
24) Développement la fonction f(x) = x? en série de Fourier :
1) Sur le segment [-z, z]suivant des cosinus.
2) Sur I’intervalle ]0,z[ suivant des sinus.
3) Sur 'intervalle ]0,27[ suivant des sinus et des cosinus.
En utilisant ces développements, trouver les sommes des séries suivantes :
© © n+l ©
5 ST 2 R

n=. n=1 n=1

2
25) Développer la fonction f(x) = x—%, 0<x<1 en série de Fourier
1) suivant des cosinus,
ii) suivant des sinus.
26) Développer en série de Fourier suivant des sinus la fonction f(x) =xsinx, 0<x< 7.
27) Démontrer que

2 2 ®
3x 6f2X+272' =ZCO:2nX 0<x<
(Indication. Utiliser les résultats des exercices 19) et 24).
28) Développer en série de Fourier suivant des cosinus la fonction f(x) =e*
sur I’intervalle ]0,log 2] .
29) Développer en série de Fourier suivant des sinus la fonction

n=1

1 0<x<£
f(x)=
0, Z<x<7z
2

30) Trouver la formule complexe de la série de Fourier de la fonction

1, 0<x<
f(x) = T
-1, 7<X<2x

31) Développer en série de Fourier sous forme complexe la fonction périodique
de période 2z, f(x)=¢€*, —z<x<x, f(x)=chxz.

32) Développer en série de Fourier sous forme complexe la fonction périodique
de période 3,

1, O<x<1 1
f(x):{o, 1<x<3’ f(o):f(l):?

33) Soit la fonction paire de période 2~ définie par f(x)=x sur[o, z].
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
i) Trouver la série de Fourier de f .

m) En déduire les sommes des séries Ziz oty 1 =
n=1 n n=1 (2n—1)

34) Soit la fonction impaire de période 2~ définie par f(x)=x sur [0, z[ et
f(7)=0.

1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

i) Trouver la série de Fourier de f .

14
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P . . (=D
n) En déduire la somme de Iaserlez ( )1.
n+
=1

35) Soit la fonction impaire de période 2z définie par f(x)=x* sur [0,z] et f(z)=0.
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
1) Trouver le développement en série de Fourier de f .

m) En déduire la somme de la serlez et
= (2n +1)

36) Soit la fonction impaire de période 2z définie par f(x)=x* sur|o, z].
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
1) Trouver le développement en série de Fourier de f .
37) 1) Soit la fonction paire de période 2 définie par f(x) =cos® x sur[o, z].
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
1) Trouver le développement en série de Fourier de f .
2) Soit la fonction paire de période 2 définie par f(x) =‘cos3 x‘ sur[o, z].
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
1) Trouver le développement en série de Fourier de f .
m) En déduire la somme de la série z(_;)nz :
) (4n? —1)(4n* —-9)
3) Soit la fonction impaire de période 2 définie par f(x)=cos® x sur [0, z] et
f(0)= f(z)=0.
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
i) Trouver le développement en série de Fourier de f .

) En déduire quez( D™ Z( 1" :
n —

38) 1) Donner la série de Fourler de la fonction impaire f , 27 -périodique définie par
f(x)=x(z-x), xe[0,7].
En déduire les sommes des séries

- 1 = 1
25 Z(2n+1)6 '

n=1 N n=1
2) Donner la série de Fourier de la fonction 2z -périodique définie par

f(x):g,—ﬁ<x<7z, f(z)=0.
En déduire les sommes des séries

51 % 1
27 Z(2n+1)2

n=1 n n=1
3) Déterminer la série de Fourier de la fonction f définie sur 0, z[ par
f(x)=e™ agZ.

En déduire la somme de la serlez - 1)

4) Determiner la série de Fourler de f définie sur R par f(x)=[sinx| .
En déduire les sommes des séries suivantes :

15
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D" < 1
Z4n -1 Z4n —12(4n —1)2°

n=0 n=0
5) Déterminer la série de Fourier de f définie sur R par f(x) =‘sin3 x‘.

6) Déterminer la série de Fourier de f définie par
0<x
f(X) < X<
2T—-X m<Xx<2m
7) Déterminer la série de Fourier de f définie par
f(x)=coskx, —z<x<m (kgZ).
En déduire les sommes des séries suivantes :
1 ~ 1 1 <~ 2k
—+ et = -y ———.
2k? nz;n -k k nzzllnz—k2
8) Pour chaque fonction donnée, trouver la série cosinus et la série sinus :
a) f(x)=x,0<x<m.

X O<x<£
8

b) f(x)=
T T T
— X —<X<—
4 8 4

c) f(x)=x?, 0<x<I.

d) f(x):sinﬂl—x,0<x<l.

e) f(x):cos”Tx, 0<x<l.

9) Déterminer la série de Fourier de la fonction f définie sur J-z,z[ par f(x) = x(z* —x%).

n ©
En déduire la somme des séries Z SO ziﬁ
o (2n +1) n=1 N

10) Déterminer la série de Fourier de la fonction f définie sur 10, z[ par f(x)=e™(a réel non

nul), et paire.
11) Déterminer la série de Fourier de la fonction f définie sur ]0,27[ par f(x)=e™(a réel non

nul).

asin x

12) Développer la fonction f (x) = J|aj <1,-7 <x <7, en série de Fourier.

1—2acos x+a’
13) Développer la fonction périodique non bornée

f(x) =log (x = 2k7), en série de Fourier.

X
sin —
2

4) Trouver les sommes des séries trigonometriques suivantes.

1) zCOSﬂX. 2) ZSIH nx.

N+l cos(2n Dx Nl S|n(2n Dx
&ZH MZU :

(2n-1)! 2n-1n!
n COS 2nx n Sin2nx
@ZH(W- ®§m(w.
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N1 = _qyn-1 CoSNX_
) +nZ:;‘( ) n(n+1)

9 35 °°;f;

11) Z( D"~

COS nx.

COs NXx
13) Z( Y 02 (n+1)(n+2)’

15) Z sin nx

n(n +a )

17) Z( Pt cos(2n 1)x'

n=1

19) z( 1yt cos(2n 1)X.

-1

21) Z(—l)n_l cos(2n—1)xl
n=1

(2n-1)2n

Osmanov H. I. et Boudref M. A.

n(n+1)

8) Z(_l)n_l sin nx.
n=1

10) 3 Si;‘f;

12) Z( D"

sm nx

na sinnx
14) Z(—l TR

16) z( l) sin nx

n(n® +a )

18 sm(2n—1)x.
) nZ;‘ (2n-1)>°

n-1 Sin(2n—1)x
20) 2( " i

17
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REPONSES AUX EXERCICES

1)
1 _ N yned SINNX 0.
) 1(9=2) ()™ == -w<x<7i0

n=1
— sin(2n—1)x

2) f=5+2 3 Ho

O<|X|<7r;£.
= 2
n=1

3) f(x)= is'“(2”+1)x,0<|x|<ﬁ;o.

= 2n+1

3

a < sin(2n +1)x
4) f(x)= ,0<|x < x;0.
) 1= Y T 0c <

5) f()=7+2> R LLLL SV
n
n=1

6) f(x)zﬁ_izm,_ﬁgxsﬂ;”_
2 mi5 (2n+))

7) f(x)———Z«l (DN Sz <x<miZ,
8) f(x)= T—SZ((l &% )COS"X + (D" Sinnnx),—zz<x<7r;5?ﬂ.
L Aosin@n-Dx o ()" 7
2 s'gnx_;znz:(; 2n-1 ’§2n—1_4'
2)
A 2a~ 1 . 2n-1
1) E+722n_1sm T
2) __iz - cos(2n — l)x.
2 = (2n- 1)
3) b-ar Z«b AL (D7) S (" (@) )
2) a+h  2(a- b) <= (—1)" cos(2n—1)x
2 T 2n-1 '

5) Ei%sm nx.

n=1

n+1

6) 3 2+4Z( D™ cosnx

18
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7) Z( )" (E—Zi)sm NX.

8) = sha;r(— + i
1

(a cos nx —b sin nx)).

_ n 27[_
l 42( COS NX.
—y n’+4
0 n+1
10) Zsmzzaz( 1 n5|2nnx Crex<n
T - n’—a
ll) ( n+l
1— COS X+ 2 COoS NX.
; n? -1
n+l
162 = 1) sm 2nx.
(4n
13) 1+1smx—£ COS 2nX
2 —~ an? -1
0 ( )n -1
14) 2 Z sin znx.
n=1
0 _ n
15 —+— COS 77NX.
) 3 71'221 n?
1 2 7N 27NnX
16) = Z—Zsm —cos 3

17) 1)§i cos(2n +1)x '
T

n=0 ( n+1) n=1

18) 1) 5

74~ cos(2n-1)x
2 ﬂz '

m (2n- 1?

ii(Zn 1)sin(2n-1)x
7 (2n-3)(2n+1)

21) - —Z—sm —cosnx

22) —sm X+— Z( 1)n+l

23) 1_ cos(2n+1)7rx.
) an(; (2n+1)
(-D)" cos nx
24)1) —+4
) ) z—ll (2n-1)?

sin nx.

200 _n+l7z'_2_
);nZ:lj(l) (-

21-(-1")
n3

sin 2nx
22y 2

- 1 nz
+”21_2 s——l)cosnx 2)
n

sin 2nx.
-1

8 = cos(2n—1)x
) Do

7 n=1 (2n _1)2

19
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47?3 ,cosnx  sinnx s z 7
3 4 - S =",8, =", Sy ="—
) L T S S =, S
1 2 <~ cosznx 1w 4 sin(2n—-1)zx sin 2znx
25))=--—= ) =2 2) = 1 - .
) D3 ﬂzg > )ﬁé(uﬂz(m_l)z) o )
26) —smx—E %sinan.
”nl(4n _1)
2costh— 1 7NX
28 —+2Io 2 0s .
) : ;Iog 2+n’z log 2
» sz%n
29 :
) ”nzﬂl sin nx
i ®© ei(2n+1)><
30) f(x)=—— .
) 9 ﬁn:z_m 2n+1
hz ~= ()"
31) f()=22
) 9 Vs nZ:l:l—ln
2mni
11 $l-ed T
32) f(x):— %Z —e 3 (n=0).
33) f(x)zzzz 4zcos(2n+1)7rx (0)=£_i 1 .
= (@41 2 zmiH(2n+)
0 0 2
et =ﬂ—:> Z
n0(2n+1) 8 n1(2n 1)? )
n+l 0 si n=2
34) f(x)= 22( D sinnx. Pourx=2, sinnZ = ! P
2 2 |(-)P sin=2p+1.
i p
—= Z D’ou il découle que Z( v _=
2p+1 “2p+1 4
35) f(x)=27zZ%sinnx+—.zL3_lsinnx=
n=1 n
(M sin(2p+1)x > ()P AP
_ZﬁZ - sinnx — 2(2—1 ZZ " =3
1 p+1)° = (2p+)°
n
37) f(x)=—+24z (D" cos2nx, 0<x<z Donc Z ) 5 _3-8
37 7 %= (4n* -1)(4n* -9) & (4n® —1)(4n*-9) 72
8w 1 < ® -1 64, #°
38)1) f(x)=— sin(2n+1)x, — =1+
)1 169 ﬂ;(2n+1)3 ey ;(2n+1)6 60 n=1n6 63( 60)
2) f(x)= z( )Msmnx mi— i
nlnz nl(2n+1) 8
(D" i o (D" 11
3) _sinaz <~ ( inc_ _
)1 nZ:;'a—ne HZ::'aZ_nZ sm(a;z) a’2a’
2 45 1 1 1) 1 o7 1 7 1
4) f(x)=——— COS 2NX. ==, ==-=, =
) 10 ™ ﬂ§4n2—1 nZ,;4n2—1 2 nzz,;4n2—1 2 4;(4n2—1)2 16 2
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4 24 = C0S 2nX = D" 3r-4
5) f(X)=—+=— , _ ,
) 169 37 7 = (4n* —1)(4n* -9) ;(4n2 ~1)(4n*-9) 72

6) f(x)= %~ 4 3 cos(enDx
)10=2 7,2;, i

1 N - —1”‘

_ 2ksinzk | 1 (=)™ cos nx )" r
N = z {2;@ z 2 _y2 J’donc Z " 2ksinzk |

1 - 2k
et E—Z—k:ﬂctgﬂ'k .

_ 74 ~x~cos(2n-1)x (=1)" sin nx
8) a) f(x)_2 ﬂnzz;—(m_l)z et f(x)= 22—

0 n-1 .:
b) f(x)=Z cos(16n—8)x ot f(x)— -p" 5|n(8n—4)x.
) 109155 2ﬂn§‘ (2n-1)° = 21 (2n-1)?
7 1 <~ cos(6n-8)x | 2 8 _(2n-Dx
c) f( )_E 27[21—(%_1) et f(x)=— Z{Zn 1 2y ”} in=—
Cos2n7zx
d) f)=2-23"— 1 et f(=sin”.
T me 4nt -1 |
X 8~ N . 27nhx
e) f(x)=cosT et f(x)_;nzzl:msm I

- cos 2nt
9) 12 .
z (4n? —1)(4n2 -9)

n=1

2a e (-)"e?” -1
10) —( CoS Nx) .
2&12 Zﬂ: a? +n?

g2 _1 1 Zacosnx—nsinnx

1) 2 T

2 2
=1 a - +n

12) Za” sinnx .

n=0

13)-log2+ > %
n

n=1

3)

1) €% cos(sin x), 2)€“®* sin(sin x), 3) sin(cos x)ch(sin x) , 4) cos(cos x)sh(sin X)

5) cos(cos x)ch(sin x), 6) sin(cos x)sh(sin x), 7) (L+cos x) log(2 cos g) +% Xsin X,
1 . X 1 . 1
8) = x(1+cos x) —sin x log(2 cos =), 9) = (1— xsin X —= €0s X),
2 2 2 2
. X, 1. x, 1 1
10)sin xlog(2cos =) —=sin x, 11) cos xlog(2cos—=)—=+-—Cc0SX ,
) 9( 2) 2 ) 9( 2) > 2
1 1. Xy X, . .
12)5 (xcos X+Esm X), 13)(cos x + cos 2x) log(2 cos E) +E (sin x+sin 2x) —cos X ,

14) (sin x+sin 2x) log(2 cos g) —g (cos X +¢0s 2X) —sin X,

21
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15)Ziz(ﬂ—x—ﬂchaxmcthaﬁ.shax), 16) L (FShex _
a

232 ( sharx

X),

17) cos xlog(2 cos x) + xsin x,siOsx<%,cosxIog(2|cosx|)+(x—7r)sin X, si%<x37z,
V4 T V4 T . 1 2, T X

18) —x(r—x),19)— si 0<x<— , —— si—<x<rx, 20)=logtg“(—+-=) .
)8(7r))4 ) ﬂ)4gg(42)

21) %—%(cosxlog(ZCosx)ersin X),si 0£x<%,

_%_%(cosxlog(zkos X)) +(x—7)sin x) ,si %< X< 7.
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CORRIGES DETAILLES DE CERTAINS
EXERCICES.

1)
1, 0<x=<~r
2) f(x)=1"
) ) {O, -r<Xx<0
La fonction f(x) est monotone par morceaux sur [z, z], admet un seul point de discontinuité
de premiere espéce x, =0. D’apreés le théoréme de Dirichlet, sa série de Fourier est
convergente sur [-z, z]. Calculons les coefficients de Fourier de f .

’XO :O.

ag =i]€ f(x)dx=i]7‘dx=1

- 0

17 17 1 . i x
a, =—I f(x)cosnxdx=—Icosnxdx=—sm X, =0.
7 %y 0
-

zn
1% . 17 1 .1 o St n=2
b, :; J; f (x)sin nxdx:;.([sm nxdx:—%cos nx|0 :—%((—1)n == ﬂ(ziﬂ) Csin—2k+l
Alors, on a
1 - 2
f(x)= §+nzz; gy sin(2k +1)x, Vx e]-z,0[U]0, z[.
La somme de la série au point x, =0 est f(0+0); 10-0) =%.
Aux extrémités de I’intervalle c’est-a-dire aux points x=—z,x=~ la somme de la série est

f(-z+0)+ f(z-0) _1

2 2

5 f(X)=7+X, —m<X<7m, % =7.

La fonction f est monotone et continue sur [, z]. D’aprés le théoréme de Dirichlet la série
de Fourier de f converge partout sur I’intervalle |-z, [ vers la fonction f .

Calculons les coefficients de Fourier de f .

V4 V4 2 T
a :ij F()dx =~ j (r+X)dx == (rx+20) =27
T ™ T 2 .
1" 1x U=rm+Xx du = dx
a, =— | f(x)cosnxdx=— + X) cos nxdx = =
" 7[-[ ) r I(” ) dv = cos nxdx v=lsinnx
- - n

T

TH+X .
=| ——.sIn nX
n

T T
—ij‘sinnxdx =:1 icosnx =0
niﬁ /4 n2 r

En appliquant une intégration par parties, on calcule d’une manicre analogue les coefficients
b,
Ona

—7T

1% 1x U=m+X du = dx
b, =—I f (X)sinnxdx =— I (7 + x) sin nxdx = . 1 =
V4 T dv=sinnxdx Vv=-—=co0snx
- - n
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T

i B 2(_1)n+1

n

1 T+ X
=—| - COs nx
T n zn

V3
1 . T+ X
+— J sin nxdx | = ————cos nx
n
T

- -7

Alors on obtient la série suivante pour la fonction donnée
© 2(_ n+l
f) =7+
n=1
—2X, —-mw<Xx<0
8) f(x)= g .
3x, 0O0<x<rx
La fonction f(x) est monotone par morceaux et continue sur I’intervalle |-z, z[ . Alors d’apreés

le théoreme de Dirichlet la série de Fourier de f converge partout sur |-z, [ vers la fonction
f(x) . Calculons les coefficients de Fourier de la fonction donnée.

sinnx,vxe|-z,z[, f () =7 .

3 = j f(x)dx:-j f(x)dx+—jf(x)dx=— j( ZX)dH_ngdX_?

*71'

a, _1 J f (x) cos nxdx _1 J‘ (—2x) cos nxdx+£J‘3x COS Nxdx .
T bt 7 T 5

En appliquant la méthode d’intégration par parties on trouve :

. 0 0 .
2 | xsinnx 17 3 xsinnx| © 17
a, =—— —— | sinnxdx |+— —— | sinnxdx |=
V4 n |, n T n ne
-

0

0 b4
__2 0052”X L3 COSZ”X| - 22 (1-cos nﬂ)+iz(cos nz—1) =
T n? |, 7 n |0 zn zn
5 5-1)" 5 > ne
I (_2) =5 (D" -D=q_ 10 g
zn zn zn 2 -
7(2k+1)

:—J. f(x)cosnxdx:— I( 2X)sin nxdx+—J.3xsm nxdx = J.xsm nxdx =
0

1
T
A n+1
+£Icosnxdx]:1£ xcosnx| smnx| ] (-1)
n

T n
0 0

Alors, on obtient

1] xcosnx
7 n

00

f(x)=57”—2[5<1 )<

n=1

COS NX o sinnx

+(-1)

] —T<X<TT ,

f(-m)+ f(ﬂ') _ 2n+3r _5_7r
2 2 2

f(x) =
2)

2) f(x)=|¥ sur[-11].

f est monotone par morceaux et continue sur [-1,1]. Alors d’aprés le théoréme de Dirichlet la
serie de Fourier de f converge sur I’intervalle ]-1,1 vers la fonction f .
Calculons les coefficients de Fourier. Puisque la fonction donnée est paire sur[-11], les
coefficients b, =0. La période de la fonction est 21=2.D’ou I =1. Dans ce cas la série de
Fourier de la fonction s’écrit comme suit

f(x)_—+2(a cos 72X I +b sin IX) , oU
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I
a, :%I f(x)cos@dx , n=0,1,2,...,n,

b, If(x)smwdx n=12,..,n,..
T
Ona

2% =,1|j f(x)dx=|1j|x|dx =jxdx -1
-1 - 0

| 1 R 1 1
a, :Ej f(x)cosmdx :ZIXCOSHHXdX =2 Xxsinnzx —iIsin nzxdx |=
| | nrt |, nzx
— 0 0
2((-D)" -1
= 22 5 C0S n;rx|01 =%.
n-rz n-rz
Alors, on trouve
f(x)——— . ZCOS(Z” DIX g ox<l
= (2n-1y7
Aux points x =1, la somme de la série est f(_l+0)2+ fa-0_,
1 4 1

En cas particuliere, pour x=0 on trouve 0=>-— -
7 o3 (2n-1)

2
71'

D’ou il vient que )
we Y

6) f(X)=n2 X%, —T<X<T.

La fonction est monotone par morceaux et continue sur ’intervalle |-z, [ . Alors la série de
Fourier de f converge partout sur ]-r,z[ vers la fonction f . On calcule les coefficients de
Fourier.

A 3 2
aozgj(nz—xz)dX:E(ﬂzx—X—) _4r
T T 3 3
0 0
ﬂ 72 —x?=u, du=-2xdx

2
anz—j(ﬂz—xz)cosnx== 1 =
V4 cosnxdx =dv, v=-=sinnx
n

Va

27 . 4 . _
+—Ixsm nxdx =—Ixsm nxdx =
n 0 zn 5

n o

g[( 2 )sinnx
T

4 x o1k 4 x 1 r
=—| ——C0Ss Nx +—jcosnxdx =—| —=—cosnx +—25innx =
zn| n L zn| n o N 0

4 4(_1)n+1
=——Coshzr=———
n n

b, =0, car la fonction donnée est paire.
Alors la série de Fourier de la fonction donnée est sous forme suivante :

f(x)= +4z( Y COSNX,—7 <X < .
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2 ©_(_1\n+l . . ©_(_1\n+l 2
Pour x=0, on obtient 72 :2L+4z( Y Dowil vient quez( noT_m
3 N n=1 n2 12

8) f(x)=e¥,a#0, —r<x<7.

La fonction donnée est monotone, continue sur I’intervalle |-z, z[ . Alors la série de Fourier de
f converge partout sur |-z, z[ vers la fonction f .

Calculons les coefficients de Fourier de f .

I efra _ e—/ra 2
== —  -% shra

17 1
== | e¥dx=—e"
% J. mra wa

T za

-
1" cosnx=u, du=-nsinnxdx
ax
== cos hxdx = 1 =
% nI dv =edx, v==—¢*
g a

T
_ 1| e®cosnx

T a

T

n .

+— j e sinnxdx |=
a

- -

1(cosnx _ ntoa 2 Nt

== = (e¥ —-e) +—J.eaIX sinnxdx =—cosnzshar+ — | e sinnxdx =
T a arn ra ar

— =T
2 7 2

T
2 n . ™ n 2 n
=—-cosnzshaz+— (e sin nx)‘ ) - I e® cosnxdx =—cosnzshar ——— j e cos nxdx .
T
- -

za wa

De cette fagon on a trouvé que

a2 a a2

T

17 2 n?
= I e® cosnxdx = —cosnzs haz ——— e® cosnxdx .
/4 wa a‘m

-z -

Il découle de la derniére égalité que

I,]2

T
1 2 |
+—).— _[ e® cos nxdx = —cosnzshaz . D’ou on trouve que
T
-

a’ ra

(-D)"2a

> shrza.

T
1
an:—J.eaXcosnxdx: .
T z(a® +n%)
D’une maniere analogue calculons les coefficientsb, .

z sinnx=u, du=ncos nxdx

1 .
b, == | e¥®sinnxdx = 1 =
"z dv =eXdx, v=_ge¥
el a

n n
— | e* cosnxdx |=—— J. e® cos nxdx =
a ra

T -7

. z K3 i
_ 1| e®sinnx

T a

-

cosnx=u, du=-nsinnxdx ax z 5 T
_ ne cosnx| n ax s _
= ax 1 . =— > -—— |e sinnxdx =
dv=e*dx, v==—¢ ra | za
a - e

ar —ar 2
ncosnz(e®” —e n .
=— ( ) 5 J.ea"smnxdx.

ra’ ra
T

On trouve

2 (A _q\n
n )l e sin nxdx:——zn( Y Shaﬂ.
2 T 2

1+—
a a

-
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2n(-1)"shar
z(n? +a?)
Alors la série de Fourier de la fonction considéré est suivante :

Fo)=—

Ainsi on a trouve queb, =-

sha ZShaﬂz (=l — (acosnx—nsin nx).

= 2% +n?

12) f(x)=xcosx, ——SXS—.
) F(X) 5 5

La fonction f(x) vérifie la condition du théoréme de Dirichlet sur I’intervalle ]-,1[,1 =%.

Alors la série de Fourier de f converge sur I'intervalle }—%%{ vers la fonction f (x) . Les

coefficients a, =0,a, =0 car la fonction est impaire. On calcule les coefficientsb, .

2 2 2
b, _2 J‘ f(x)sin 2nxdx = 2 J‘ X Cos xsin 2nxdx = 2 I 5[sin(2n +1)x+sin(2n-1)x]dx =
T T T 2
2 2 2
2 2
=E I 5sin(2n+1)xdx+E J. ﬁsin(Zn—l)xdx.
T 2 m 2
2 2
Tout d’abord calculons la premiére intégrale
1 % X=u, du =dx
I, =— I xsin(2n+1)xdx = . 1 =
V4 dv=sin(2n+xdx, v=- cos(2n+1)x
_z 2n+1
z 2
—l _xcos(2n+1)x| 2 + ! J.COS(Zn-i-l)XdX =
Vs 2n+1 |_§ 2n+1 a
2 2
2 1 5
= cos(2n+1)xdx = —Zsin(Zn +1)x =
z(2n+1) J 7(2n+1) -z
- 5
2 o @nedhr ()
7(2n+1)? 2 z(2n+1)?

D’une maniere analogue on obtient

2 n+
I, _2 .[ 5sin(2n—1)xdxdx:2(;)l. Alors, on a
mJ 2 7(2n-1)?
2
GO G :2(—1)“{ 11 J:
z(2n+1)?  z(2n-1) 7 | (@2n+)? (2n-1)?

_2(-)"  -8n 16 (-)"n
T ( 2_1)2 T '(4n2 _1)2

( 1)n+1 T
Donc f(x ————sin2nx, - <x<
O 22 o7 z

mlk)
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X, 0<x<1
16) f(x)=4 1, 1l<x<2
3-X, 2<x<3

La longueur du segment 21 =3et| =g

La fonction est monotone par morceaux et continue sue le segment[0,3]. Alors d’apres le
théoreme de Dirichlet la série de Fourier de f converge partout sur [0,3] vers la fonction f .

Calculons les coefficients de Fourier de f .
3

1 27 A
:TJ.. f(x)dx=§£f(x)dx=§[J.xdx+_|‘dx+f(3—x)dx =

0 1 2
_2|x
3] 2
0

3
]_i
-3
2
3
anzgj‘f(x)cos dx_—jxcos

1
XZ

2
+x|," + (3x—7)

27rnX 27nx 27nX

dx +

dx+—Icos

27rn

—I(B X) Cos dx=1,+1, +13.
Calculons tour a tour les trois intégrales.

54 Py u=x du = dx
Ilzgjxcos ) dx= 2 3 2znx | =

rnx .
dv = cos dx v=——sin
27zn 3

2(3x _27znx|' 3 (. 2enx | 2( 3 2an 3, 27X
=— sin - J.sm dx |=—= sin +( )° cos
27rn0 3 3

J

3| 2zn 3 |y 3l2zn~ 3 “2zn
1 . 27n 3 27zn 3
=-—"—sin + cos — )
zn 3 27%n° 3 27%n°
27X 2 3 . 27znx 2 1 4zn 1 2zn
=—.[cos dx =—=.——sin =~ sin—— ——sin =/
3 27zn , 7N zn 3
u=3-x du =—dx
27rnx
=—_[(3 X) cos ;znx 3 . 2znx |=
dv =cos =——sin
7n 3
2|33~ x) 27rnx| 27X 1 Azn 3 27nx|
+ _[sm dx [=——sin - cos
~3| 2an 3 |, 2mn) M 3 27%n? 3 |,
1 . 4zn 3 3 47n
=——sin — + oS .
zn 3 27°n°  27%n? 3
En additionnant les 1,,1,, 1, on obtient,
1 . 2zn 3 27n 3 1 . 4zn 1 . 27nn
a, =—sin + cos - +—sin—— ——sin———
zn 3 272p? 3 27202 #n 3 7zn
1 . 4zn 3 3 47rn 3 27n 3 47n
——sin - + cos = cos + oS -
zn 3 27°n°  27°n? 3 27%n° 3 27%n° 3
6 _ 3 cos 27n + cos(27zn—@)— 6 _
272°n°  27%n? 3 z°n? 27%n°
= cosZN__5 _ (cos 27n ~I)=— 6 _in2 270
27°n? 3 27%n? 27%n 2p2 3
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Calculons maintenant les coefficients b, .

3 1 2
by =3j £ (9 sin 22 dx=gjxsin 2 dx+3J'sin 270X -+
3 3 3 3
0 0 1
23 27nX
+—j(3—x)sin i dx=J;+J, +J3.
32 3
Calculons consécutivement les trois intégrales.
u=x du = dx
J —ijsin@dx— 2 3 2 =
173 3 dv=sin T ax v=——"_cos L™
0 3 2zn 3
2( 3x _2emx|* 3 p_2enx | 2( 3 2wn 3, 2wt
=—|- oS + Icos dx |=—=| - c0S +( )“ sin =
3| 2zn 3 |, 27nd 3 3| 2zn " 3 “2zn 3
2zn 3 27n
=———-8INn + Ccos
zn 3 27[2n2 3
2 27nx 2 3 27nx 1 dzn 1 27n
Jz_—j in dX=——.— =——C0S——+—C0S——
3 3 2zn 3 | zn 3 zn
u=3-x du =—dx
J —gj-(?;—x)sin 2”nxdx— 2 3 2
373 3 dv =sin ”de =———C0S X
2 zn 3

2[ 3(3-x) 27rnx|3 3 ¢ 27 1 47n
=—| - cos - Icos dx =—COST—

3| 2zn 3 |, 2zn 3 zn
2
3 . 27mx|® 1 4gn 4zn
———sin =—-—-c0s + sin
272n? 3 |, zn 3  22%n? 3
Alors, on a
1 27n 3 . 27zn 1 4zn 1 27n
b, =——cos + sin —— C0S—— +—C0S——+
zn 3 272p? 3 zn 3 n 3
1 47n 3 . 4rn
+—C0S + sin =0
zn 3 27[2n2 3

De cette fagon on a trouvé que

2 6~ 1 .,27n 27nX
f(X)==——— ) —sin“ —cos ,0<x<3.
& 3 g2 nZ:;'nZ 3 3

X, 0<x<Z
18) 1) f(x)= 2

—, —<XZ<rm

2 2
Tout d’abord on prolonge la fonction donnée d’une fagon paire sur I’intervalle [-7z,0]. En
résultat on trouve une fonction définie sur [-z,7]. La fonction obtenue est monotone par
morceaux et continue sur [-z,z|. D’aprés le théoréme de Dirichlet la série de Fourier
converge par tout sur I’intervalle [-z,7] vers la fonction considéree. Les coefficientsb, =0,
car la fonction est paire. Calculons les coefficients a,, .
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3 :%I f(x)dx:%ixdx+%I%dx:T.
2

V4
z

2

T
27 2 f 27
a, =—J f(x)cosnxdx=—jxcosnxdx+— Z cos nxdx =
V4 T 2

2| xsinnx| 2 1F. sinnx| © 1. nz 2 1. zn
=— ——J.smnxdx + == sin — +——cos nNx 2 —=sin—=
V3 n |, n n |z n 2 zn? n 2
0 2
n
=—(cos—”—1)
n? 2
D’ou il découle que
3 2 1 n
f(x )=—”+ —2(cos—”—1)cosnx.
n 2

n=1
24) Développer la fonction f(x) = x* en série de Fourier :

1) Sur le segment [z, z] suivant des cosinus.

2) Sur I’intervalle 0, 7] suivant des sinus.

3) Sur I’intervalle ]0,27] suivant des sinus et cosinus.

4) En utilisant ces développements, déterminer les sommes des séries numériques suivantes :

s - 21 Z(l)

n=1 N
1) La fonction f(x) sur le segment [-z,z] est monotone par morceaux et continue. D’aprés le

théoreme de Dirichlet la série de Fourier de f converge partout sur I'intervalle |-z, z[ vers la
fonction f (x) . Calculons les coefficients de f . b, =0, car la fonction est paire sur [-z, r].

:%Tf(x)dx:%]r’xzdx:zi

T =x° du = 2xdx 2 x%sinnx
=—If(x)cosnxdx_ I cos nxdx = sin nx =—(— -
0 dv=cosnxdx v= n 0
™ u=x du =dx z
2 4 X €COS NX
J-xsm nxdx)_——J-xsm nxdx = . cosnx |=—— (- +
ne dv=sinnxdx v=- zn n
n
4cosnz 4 ¢ 4cosnr 4 4(-1)"
j cos nxdx) = 2 —— | cos nxdx = S ——gsinnx = .
5 zn° n zn 0 n
Alors,ona f(x)= 42 4( 1) COS NX.

2) La fonction f(x)est monotone et continue sur I’intervalle ]0, [ . Alors la série de Fourier de
f converge partout sur ce segment vers f . La série de Fourier suivant des sinus est

Zb sinnx, OU b, =—jf(x)smnxdx Ona

n=1
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x u=x? du = 2xdx ) 7
2, X cosnx
=—I f(x)sinnxdx. b, J.x sin nxdx = . cosnx |=—(——
T dv=sinnxdx v=-— y n
0 n 0
v
2 2zcosnz 4 xsin nx| _2mcosnz
+— | xcos nxdx) = — —( —= | sin nxdx) = sin nxdx =

n n 7rn n ;Tnz

0
272_( l)n+l
n ﬂn

0
A osnx ”:2n(—1)”*1+4((—1) —1)22(—1)n+1 [ﬂ_z 2((=D)" _1)]

n 7z'n3 w

0
Alors la série de Fourier de f sur I’intervalle ]0, 7| est:

% 2 T\
f(X)IEZ(—l)n+1 ”—+M sin nx.
g n=1 n n
3) Considérons maintenant le développement en série de Fourier de f sur le segment
[0, 2] suivant des sinus et des cosinus.

27 2z
1 17 .. 8z
a=— | fT(X)dx=— | x“dx=—-.
T T 3
0 0
2
27 u=x du = 2xdx . 2z
171 1 ,x%sinx
a, =— | x“ cosnxdx = sinnx |==( _
V4 dv=cosnxdx v= V4 n
0 n 0
27 27 u=x du =dx o
X COS NX
Ixsm nxdx)———jxsm nxdx = _ COS NX :__(_
5 dv=sinnxdx v=-— 0
27 2z 2
1 4cos2nz 2 4 4 i
+= cosnxdx)=—2——2 cosnxdx=—2——33|nnx =—
0 n zn” g n° zn 0 n
27 u=x2 du = 2xdx ) 27
1 2 . 1, x°cosnx
b, =— | x°sinnxdx = ] cosnx | =—(———
V4 dv=sinnxdx v=- V1 n
0 n 0
2r 27 u=x du =dx
2 A4 2 . —
+— | xcosnxdx) =——+— | xcosnxdx = sinnx | =
n n zn dv=cosnxdx v=
0 0 n
. 2 2z 27
4z 2 xsinnx| " 17 . Ar 2 .
=——+ — —= | sinnxdx) =————— | sinnxdx =
n zn n | n N zn?
4 2 2z 4
=————cosnx " =——
n  zn° n

Alors, la série de Fourier de f sur le segment [0,27] est

Ar® & cosnx 2. sin nx
X2 = +4z : —47zz .
3 -1 N n=1 n

Si on pose dans le développement 1) x =z, on obtient

2 0 l 72_2
2 =244 = . D’ouil découle que $, =S — =",
3 ;n d ! ;nz 6
En posant dans le développement 3) x=7, on obtient
n+1 2
7z2—43 —42( D" Droi il découle que S, —Z( b %
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35) Soit la fonction impaire de période 2 définie par f(x)=x* sur |0, z[ et f(z)=0.
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .
i) Trouver le développement en série de Fourier de f .
m) En déduire la somme de la série Z Gt
= (2n +1)
1) La fonction f est monotone, continue sur I’intervalle [0, z[.Donc f verifie la condition du
théoréme de Dirichlet sur le I’intervalle |0, z[ . On prolonge f d’une maniére impaire sur
I’intervalle voisin ]-z,0[ et ensuite par un prolongement périodique de période 2 hors de
Pintervalle |-z, 7] .
1) On développe la fonction en série de Fourier ne comportant que sinus.
Puisque la fonction est impaire les coefficientsa, =0,a, =0, n>1.
On calcule maintenant les coefficients b, .
Ona

z u=x?, du = 2xdx ) Tz
20 2. 2 2 _
b, =—|x“sinnxdx=| _ cosn x |=—(=—cosnx| +— | xcosnxdx) =
7 sinnxdx=dv, v=————| 7 N n
0 n 0 0

—Ejsin nxdx) =
o Ny
"2z 4
& 27, 4y,
n zn

27 4 27 4 X .
=———C0s hzz +— | Xc0os nxdx = ——— cos Nz +— (= sin nx
n zn n zn 'n

Vs
2 4 . 2 4 P
=——COSH7Z’——2 Sin nXdXZ——COSI’\7Z'+—3COSﬂX|0 =
n n°y n zn

D’ou on obtient
X _Zﬂz( i) sin nx Zw O<x<m.
p =0 (2p+1)

a somme de la série aux points x=+rest égale a zéro, sur I’intervalle[-z,0] a -x* et ensuite
L de | point t égal intervall 0 2 et t
hors de I’intervalle]-z,z[, la somme de la série donne la fonction qui est obtenue par
répétition périodique de I'intervalle |-, 7| .

. (—pmt r 8L sin(2p+1)%

2 f—
i) Pour x==, on obtient = =27 sinnZ -2
2 4 ~ 2 50 (2p+1)°

0 si n=2k
Ayanten vu que sin- =] " - sin(2p+1) Z = cos pzr = (-1)P, on trouve de la
2 (-D* sin=2k+1 2

2 o0 o P
derniére relation que R (-D° (&)

Y §<2p+1)
Compte tenu que Z

p=0

, ON trouve
2p+1 4

7zt 7t 85 (1P -D° _ﬂ_z
- Z(2p+1) Z(2p+1) 32

37)

2) Soit la fonction paire de période 2 définie par f(x) =‘cos‘°’ x‘ sur]o, [
1) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

i) Trouver le développement en série de Fourier de f .
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m) En déduire la somme de la série Z (el :
s (4n? —1)(4n? —9)

) La fonction f est monotone par morceaux et continue sur]o,~[.Donc elle verifie les

conditions du théoréme de Dirichlet. On la prolonge de fagon paire sur I’intervalle voisin
]-=.0[ et ensuite hors de I’intervalle ]-z,#[ par un prolongement périodique de période 2~ .La
fonction ce décompose en série de Fourier ne contenant que cosinus.

i) Les coefficients b, =0, n=12,...

Calculons les coefficients a,,n=0,1,2,...

Ona

a, :51‘0053 x‘ dx=%

T

O t—n N

cos® xdx— 2 _[ cos® xdx
2
Ayant en vu que cos® x = % cos x+%cos 3x, on obtient

2E 3 1
=—I(— COS X +— cosSx)dx——I(—cos X+=c0s 3x)dx =
T 4 4

2
3 . r o1 . r 3 . z 1 . z 3 1 3 1 8
=—sin x|02 +—S|n3x|02 ——sin X|/r ——sm3x|;z == - 4= - =
67 2 5 br 5  2r bmr 2m 6r 3

V4

2
cos® x cos nxdx —— | cos® x cos nxdx =

T
V4

2

27 5 2
a, :—Hcos x‘ cos nxdx =—
T T

O v | N

2 7
:EI(ECOS x+10053x) €os nxdx — 3j(gcosx+lcos3x) cos nxdx =
7y 4 4 zd 4 4
2
3% 13 37
=— J- €OS X €OS Nxdx + — .[ €0s 3x cos nxdx — — _[ COS X COS nxdx——jcosSx €os Nxdx=
2 Vs 2w
0 0 r
2 2
3 2 1 2
=— I (cos(n+2)x+cos(n—1)x)dx +— I (cos(n+3)x+cos(h—3)xdx —
A 3 A
37 1
——I(cos(n +1)x+cos(n—1)x)dx——J.(cos(n+3)x+cos(n—3)x)dx =
A ’ 4 ’
2 2
:i(isin(n+l)x+isin(n—l)x) ? +i(Lsin(n+3)x+isin(n—3)x)
4z n+1 n-1 o 4m n+3 n-3 0

V4

_3 (Lsin(n +1)x+ilsin(n -1)x) _ L (Lsin(n +3)X+L35in(n -3)x)
n- z n-— K

A7 n+1 47 n+3
nz 14 nz nzx nz nx nzx nz
COS— CO0S— COS— CO0S— COS— COS— COS— COS—
=i( 2 2 )+i( 2 2 _i( 2 __ 2 )_i( 2 ___ 2,
47 n+1 n-1 A7 n-3 n+3 47 n-1 n+1 47 n+3 n-3
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_ 3 2(=D)™  2(-)" L1 6(-1)" +6(—1)” 3 (- 1)n+1 3 (D"
47 " 4n? -1 4n?>-1" 47 4n?-9 4n?-9° 7 4n? —1 7 4n? -9’

Ainsi on a trouvé que
3.t " Y" 24(-1)" o OS_:{(—l)” sin=2k
"Tran?—9 an?-1 x(4n’ —1)4n’ —9)’ 2 0 sin=2k+1
Donc

© N
‘cos3 x‘=£+ﬁz ; ) ——C0s2nX,0< X< 7.
3r & (4n° —-1)(4n” -9)

La somme de la série est |cos® x| sur Iintervalle -z, 0[ , 1 aux points x==+z et hors de
I’intervalle |-, z[ donne la fonction qui est obtenue par la répétition périodique ‘cos3 x‘ de
Pintervalle |-, #[ .

Remplacons x=0 dans la série obtenue. On obtient

8 1"
T 37 < (4n® —1)(4n? —9) |
1 _3r— 8

D’ou on trouve que
q Z_ll(4n —1)(4n? 9) 72

38) 1) Donner la série de Fourier de la fonction impaire f 2z-périodique définie par
f(X)=x(z-x), xe[0,7].

En déduire les sommes des séries > — et
Z_ll n® Z_l: (2n+1)°%

On prolonge f sur I’intervalle [-z,0] d’une fagon impaire et puis hors de I'intervalle |-z, z|
par un prolongement périodique de période2~. La fonction f est continue, monotone par
morceaux, alors vérifie les conditions du théoreme de Dirichlet. Elle se décompose en série de
Fourier ne contenant que sinus. Les coefficients a, =0,n=0,1,2,... Calculons les coefficients
b,,n=12,..
Ona

u=zx—x> du=(r—2x)dx

b, :Ej.(nx—xz)sinnxdx= _ 1 =
V4 sinnxdx=dv v=-=cosnx
n

_ 2| (7rx X )cosnx
T

= j (r—2x) cos nxdx} =— j (7 —2x) cos nxdx =

0
T—2X=U du =-2dx z z
2 . .
= ” x)smnx +Z.|.5|nnxdx =ijsmnxdx=
cos nxdx = dv v——smnx o Ny n? <
0 si n=2k
:——cosnx =—(( "1 = . .
J |o — s n=2k+1
7(2k +1)

D’apres le théoréme de Dirichlet

8w 1
vxeR, f(X)=— sin(2n+1)x.
:rnzzll(zn+1)3
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V.4 2 I'e)
En appliquant la relation de Parseval , 1 .[ f2 (x)dx =%+Z(an2 +hb,?) on trouve
T _

1

D’ou on trouve que — Z
7 (2n +1)

D’autre part on a

0 00 0

1 &1 1 &1
Z(Zn) z(2n+1)6 Z_‘3_2(2n)6 P2

=0 n=1 N

1a1 - 1 =1 7° 1 64, 7°
1-—)) == =1+ =1+=—. Doncy = =Z@a+21).
( 64)Z 6 Z(2n+1)6 Z‘(2n+1)6 60 25 63" 60’

n=1 n n=0 n=1 N
2) Donner la série de Fourier de la fonction f 2z-périodique définie par

f(X)=g,—7z<X<7z, f(x)=0.

En déduire les sommes des séries et
Z_ll n2 z 7 (2n +1)

La fonction f est monotone et continue sur |-z, z[ . Le théoreme de Dirichlet est satisfait pour

la fonction f . Puisque la fonction est impaire, alors tous les coefficients a, son nuls.
Cherchons les coefficients, b, n>1.

T s
2 [X . 2 X
b, :—I—sm nxdx = —| ———cos nx
Td2 7| 2n 0

1 1 1 . T (_ )n+l
+—Jcosnxdx =——cosnz+——=sinnx| = .
2n n n? 0 n

n+1

Donc = Z( b sinnx, —7z <x<z Aux points x=+r, la somme de la série est égale a zéro.

En prolongeant f d’une fagon périodique en dehors de I'intervalle |-z, z[ , on trouve que

n+l
vxeR, f(x)= Z( Y sinnx. D’apres la formule de Parseval on a

ij%d —Z— D’ou on obtient i%:—x— -

T n= N n=1 N

D’autre part » — = + . Alors
le n’ nzll (2n)? nZ,: (2n+1)?

-

00 00

Sl 1 1 1 g Lyt 372 o
Z_Z_Z(zn)z _Z(2n+1)2 ® Z(2n+1)2 -6 4)2_: 2 4°6 8

P | - n=0 n=0 n=1 N
o 2

Donc >’ ! - =2
= (2n+1) 8

5) Déterminer la série de Fourier de la fonction f définie sur R par f(x) =‘sin3 x‘.

f est une fonction paire , périodique de périodique de période 2~ définie sur R.
Les coefficients b, =0,n=1,2,... On calcule les coefficients a,,n=0,12,...

Il est facile de démontrer que sin® x=%sin x—%sin 3x.
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Ona

T Vi

21,3 . 1. 2,3 1
=—| (=sin x—=sin 3x)dx = — (— —c0s X + — c0S 3X
% -([(4 4 ) 72'( 4 12 )0

37

N

Va T Va
a, =EI(§sin x—lsin 3x) cos nxdx =ijsin X COos nxdx—ijsin 3xcos nxdx =
7y 4 4 2r 2z 5

3 T ] . 1 ” ) _
:El‘(sm(n +)x—sin(n—-1)x)dx — E_!‘(sm(n+3)x—sm(n—3)x)dx =

_ 3 cos(n+1)x_cos(n—1)x) ”_i(cos(n+3)x_cos(n—3)x) "
4z n+l n-1 ‘|, 4z n+3 n-3 ‘l,
_i((_l)n+l _1_(_1)n—1 _l)_i((_l)n+3 _1_(_1)n—3 _1)_
4z n+l n—1 47" n+3 n-3
_ (D™ D) (D™ 3™ -y, 1 1
- 2 + 2 - ( 2 2 )=

2z(n° -1) 27(n° -9) 2z n“-9 n°-1

el si n est impaire
_ 12D 1) 24
T2 —1\(n? —9) sin est paire
A0 =D0°=9) | an? “1yan® —9)
Alors, f est continue , périodique de période 2zet monotone par morceaux sur |-z, z].

De cette fagon on trouve

5 4 24 & COS 2nX
‘sm x‘:—+— > > 0<x< 7.
3. 7w 45 (4n° -1)(4n° -9)
asin x

12) Développer la fonction f(x) = Sla <l -z<x<m

1-2acosx+a
f est une fonction continue, périodique de période 2.

Pour développer les fonctions pareille en série de Fourier,on transforme la fonction donnée a
I’aide de la formule d’Euler.

giX _ g% eix +e—ix e2ix -1 e2i>< +1
sinx=———,cosx=——— D’0u sinx= _~ COS X =——
2i 2i 2ie™ 2e™
2 2
i . . -1 z°+1
En posante™ =z, on obtient sinx=<—= cos x = 2: .
En remplacant dans I’expression de la fonction donnée, on obtient
2
a(zc -1 1,1 1
fpo-o 0 L1 1,
2il-az)(z-a) 2i l1-az 1_3
z
. i a | . A
Puisque |az|=‘ae'x =|a| <1et ;Hae *|=la| <1, alors les fonctions T o ia peuvent étre
—az

1-2
z

développé en série entiére. Donc on trouve que
1 0 0 a.n l 0 . 0 . 0
f(x) =?(Za”z” > =?(Z:a"e'”X ~Y ae™)=>"a"sinnx
| z 1
n=0 n n=0 n=0 n=0

=0
Ainsi on trouve que

asin x N
—2=Za sinnx.
1-2acosx+a” 15

36



Séries de Fourier

Osmanov H. I. et Boudref M. A.

13) Développer la fonction périodique non bornée

f(x)=1log

X
sin—
2

(x = 2kx), en série de Fourier.

Posons z=e*, 0<x <z Alors on trouve

f (x) =log

logi = log|i| +i(argi + 2k z) =i%.

Donc on a

ix ix

2 ix

2 _ _ .
smE‘ Iog(sm—) Ioge € :Ioge Xlzlog(e'x—1)—IogZ—Iogi—i§.

2i iX
2ie 2

On prend la branche principale.

f (x) = log e™ (1—e~*) —log 2—i%—ig: ix+|og(1—e*‘X)—|ogz—i%-i%:

1. . x =«
—log2+log(1-= ——).
09 2-+l0g(L-2) +i(5 - 2)

D’autre part on a

® —inx

Iog(l——) Z
n=1 N

o0 - -
e cos nx —isin nx s
=> =y . D’ou il vient que
n

n

n=1 n=1

f(X)=—|092 ZCOSHX_(ZSII’]HX_E Z)

Puisque f(x) est une fonction réelle, on trouve 1’expression suivante

4)

log

X
sin=|=—
2

00
COS NX
log 2+Z .
~ n

Trouver les sommes des séries suivantes :

3)2( gy CoSN=1x cos(2n 1)X )z( v Sin@n—Dx S|n(2n 1)x

n—1)!

n—1)!

Notons que Ies deux séries sont convergentes sur le segment [z, z]. (\Voir le théoreme de

Weierstrass).

D’ou il découle que sur le segment [-z, 7] la série suivante

Z(

est aussi convergente.

el cos(2n 1)x n+1 SIN(Zn—1)x
& n-1! Z( D 2n-1!

Désignons la somme de cette série par f(z) ou z =e”.
En tenant compte de la formule d’Eulere™ = cos x+isin x, on trouve

( 1)n |(2n -1)x _ ( 1)n+l R _& —¢ —
@)= Z(2n 1)l Z(2n 1)| F=sinz= 2i

e|(cos x+isinx) _ ei(cosx isinx)

iCOS X 4—Sin X 1C0S X 4SiN X
e e —€ [

_ (cos(cos x) +isin(cos x))e

2i a 2i a

—sin x sin x

—(cos(cos x) —isin(cos x))e

De cette fagon on trouve que

2i
= sin(cos x)ch(sin x) +i cos(cos x)sh(sin x).
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= Nl cos(2n Dx na SIN@N-Dx  _
Z‘( b n—1)! z( b @en-1t

= sm(cos x)ch(sin x) +i cos(cos x)sh(sin x).
D’ou il vient que

=sin(cos x)ch(sin x) et

n+ cos(2n x
Z( Y

Z( "t sm(2n 1)13)( = cos(cos x)sh(sin x).

n1 COSNX ne1 Sinnx
7)1+Z( " et 8)2( 1) D

Les deux séries sont convergentes sur le segment [z, z].
D’ou il vient que la série suivante est aussi convergente.

= 1 COSNX sinnx_
1+ _1 n-1 n+l

nz=l:( ) n(n+1) nzll( D n(n +1)
Désignons la somme de cette série par f(z) , 00 z=e™, —z<x<7.

Ona

inx

14 S gy CosTeisinmx _ "t
f(z)—1+Z( " =D Z( )" D

_1+2( " nl) Z( i 2 —Z( n nz+1

n=1
On transforme la deUX|eme série de second membre de fa(;on suwante

Z( s 2 =—Z( )-1Z =——(Z( 1)" +z z}—l——Z( 1)" -”

De cette fagon on atrouve
f(2)= 1+Z( 1)-1Z 14 Z( 1)-1Z Z( 1)-1Z += Z( 1)-1Z -

=log(l+2z)+= Iog(1+ 7)= (1+—) log(l+2)=(1+ ;)(|Og(l+ cos X+isin x)) =
COS X +isin x

= (L+cos x —isin x)(log(2 cos E) +iarctg(tg E)) = ((l+ cos x—isin x)(log(2 cos %) +i gj =

= [(1+ cos x) log(2 cos g) +§sin xj+ i (g 1+ cos x) —sin x log(2 cos g)j

En égalant respectivement les parties réelles et parties imaginaires de deux fonctions égales,
on obtient

COSﬂX
1 -t — (1+cos X) 10g(2 cos ) + X sin x
+Zl)() e~ reeslog( >+

et

Nl smnx X . X
=—(1+cos x) —sin x log(2cos —) .
Z( L ) g(2c0s-)

9 Z( N cosn>1< ot lO)Z( gy sin n>i

n=2
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Les deux séries sont convergentes sur le segment [z, z]. On a la méme pour la série suivante.

Z(_l)n COZS nx+i2(—1)" SIS nx.
n=2 n“-1 n=2 n“-1

Désignons la somme de cette série par f(z) . Donc on a

COS NX SiNNX  ~ €OoS NX +1i sin nx
f(2)= 2( n - +22( ) 22(—1)”7:
n n=

0

ISR Y

OU z=e" —r<x<r

n=2 n=2
D’ou on trouve,
=—Z( D" (_‘F) -

~ ( 1)n+l n+l ( l)n n+l
__Z( )ﬁ_iz( Vi n+l 22 Zzg (n+1)

0 n+l n 0

e
n=1 n=1

n+ln
log(1+ 2) —%Z(_D—Z—E+£=£Iog(l+ z)—z—lzlog(1+ z)—§+l =

z
2 n 4 2 2
n=1

N

z 1 1 z
(2 22) og( +Z)+2 4

COS X +1isin x 1 . 1 cosx+isinx
=( — —)log(l+cosx+isinx)+ =———— =
2 2(cos x +isin x) 2 4
=(cosx+|smx_cosx—lsmx)(log(z(x)&l)”é)Jri_cosx“smx:
2 2 2 2" 2 4
=isin x(Iog(Zcos§)+i§)+1——Cosx—i—sInX =—lsin x+1——COSX +
272 4 4 2 4
+i(sin x log(2 cos —) _ﬂ)
D’ou on obtient
Z(_l)n cozsnx:_z . l_cosx
n=2 n“-1 2 2

Z(—l)” ST m; =sin xlog(2 cos —)—ﬂ
= n®—

11) Z( D"

Les deux séries données sont convergentes. Alors la série suivante est également
convergente.

sm nx.

cos nx, 12) Z( 1)

1 cos nx+i 1 sinnx.
Z( )y~ Z( )=
Désignons la somme de cette série par f(z). Donc ona
f(z i) cosnx+| -1 sinnx.
(@)= Z( )y - Z( )=

Transformons cette série de fagon suwante,
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S n nx _l S —1\n i i inx _
f(z):n;(_l) —ZZ< i) (n_1+n+1>e =

AN n 1 inx 1< n 1 .
:EZ(—D Ee +EZ(_D — —_—Z( 7" _e x, L Z< e
i(n-1)x

=—Z( l)me ! z( 1)n1e Z%Z(_l)mleT_i_e_ )
:%i(_l)nﬂ %-ﬁ—%{i(—l)nﬂ %_eix 1 2IX} Z( 1)n+1 e

n=1 n=1

,|x 0 ix —ix _® inx 1 1
1n+1e - |x: €" +e -1 n+l € __+_e|x:
EDYE T

n=. n=1

_ n+le__

" 11 i
=cosx Y ()" _=4=e™ avecz=e".
Zl( ) n 2 4

D’ou il vient que

f (z) = cos x log(1+ z)—%+%eix = cos x log(L+cos X +isin x)—%+%eix =

X . X x. 1 &% X i1 e
= cos x log(2 cos? = + 2i sin = cos =) — = + — = cos x(log(2 cos =) +loge 2) — =+ — =
9( ) ) 2) ) (log( 2) ge?) .

Xy . X 11 i X, 1 1
=cos xlog(2cos—=) +i—cos Xx—=+=c0s X+—sin X = cos x log(2 cos =) ——+—Ccos X+
2 2 2 4 4 2° 2 4

X 1.
+i(=cosx+=sin x) .
2 4

En égalant les parties réelle et imaginaire, on obtient
Z(—l)”
Z( D" -

n cosnx:cosxlog(Zcosﬁ)—l+lcosx et
-1 27 2 4

1
sm X =2 CoS X+=sinx.
2 4
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